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RESUMEN. Un estudio de los antiguos tratados de construccién para el disefio de arcos, bévedas y ctipulas, revela
la persistente presencia en los mismos de reglas que relacionan las proporciones de los mismos. Segtin la ley de
cuadrado-cubo, sin embargo, en estructuras sometidas a su propio peso, los esfuerzos crecen solo linealmente con
luz, invalidando estas reglas desde el punto de vista eldstico. Un examen mds detallado, teniendo en cuenta los
problemas de estabilidad, es decir, la posicién de las lineas o superficies de confianza, muestra que la condicién
de estabilidad en estructuras de fbrica es la que determina la geometria total de la estructura. Este exceso de
dimensiones hace que, de hecho, la ley del cuadrado-cubo comienza, a ser aplicable solamente para grandes luces. El
tamafio para el cual el disefio eldstico depende de la forma incluye claramente toda la arquitectura histérica. La
prueba tedrica rigurosa de esta afirmacién estd implicita en el teorema de Rankine de la proyeccién paralela tal
como se aplica a las estructuras de fébrica. En el presente trabajo se aplican los métodos y coneeptos del anélisis di-
mensional

ABSTRACT. A study of the old master builder’s rules for structural design of arches, vaults and domes, reveals
a persistent presence of “proportional rules”, rules that produce structures geometrically similar. The square-
cube law, however, demonstrates that in structures subject to their own weight, stresses grow linearly with size,
invalidating these rules from an elastic point of view. A more detailed examination taking into account the
problem of stability, i.e. the position of lines or surfaces of thrust, shows that the condition of sufficient stability
in masonry structures is what causes an overal geometry for the structure. This excess of dimensions makes that,
in fact, the square-cube law begins to apply only to very large spans. The size at which elastic design begins
depends on the form of the structure, but for traditional forms, it clearly includes the dimensions of all historical
architecture. The rigorous theoretical proof of this argument was implicit in Rankine’s theorem of parallel
projection as applied to masonry structures. In the present discussion the methods and, concepts of Dimensional
Analysis have been applied.

1. INTRODUCCION. GALILEO un arco dependiendo de la curva del intrados pero sin
Y EL PRINCIPIO DE SEMEJANZA tener en cuenta su tamafio. En otras palabras, crefan
El origen de este trabajo es una tesis actualmente en implicitamente en la existencia de una «ley de semejan-
elaboracién sobre los tipos de estructuras y las férmulas zar: la validez de una forma estructural continda siendo
estructurales usadas en Espafia para la construccién de vélida independientemente de su tamario.
bévedas y ctipulas entre 1500 y 1800 (1). En el desarro- Sin embargo, Galileo demostré la imposibilidad de la
llo de este trabajo se ha puesto de manifiesto que los existencia de este tipo de principio (2). El razonamiento
arquitectos y maestros de obra confiaban en las «férmu- es brillante y claro; en estructuras que soporten como
las estructurales» para el disefio de las estructuras. carga principal su propio peso, por ejemplo animales y
La gran mayorfa de estas férmulas eran proporciona- edificios de fabrica, la carga muerta crece con el cubo
les, es decir, producen formas similares en un sentido de las dimensiones, mientras que la seccién de los ele-
geométrico: dan, por ejemplo, el espesor del estribo de mentos estructurales crece con el cuadrado: la tensién
crece asf linealmente con el tamafio. La figura 1-a
muestra un dibujo de Galileo del efecto de cambio de
(1) Ponencia del Congreso de IASS, Madrid 1989 tamafio del hueso de un animal. El argurriento de Gali-
leo ha alcanzado el rango de ley en el disefio estructural
(*) Arquitecto. «la ley del cuadrado-cuboy. Ella ha determinado la acti-
(**) Profesor de Disefio Estructural, Universidad Politécnica de tud de los ingenieros y arquitectos hacia el efecto de
Madrid. escala en el diseflo estructural y la de los historiadores
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FIGURA 1.

de la ingenieria civil y edificacién hacia las reglas pro-
porcionales tradiciones (3).

A pesar de la certeza y claridad de la prueba de Gali-
leo, las estructuras de fdbrica tradicionales aparecen
como bastate similares, independientemente de su ta-
mafio. En la figura 1 (3) hemos aplicado la ley del cua-
drado-cubo de Galileo a la ciipula de la iglesia de Sant
Biagio en Montepulciano, Italia, igual que hizo Galileo
con un hueso de animal. La cipula tiene un didmetro
interior de 14 metros; si lo multiplicamos por tres ob-
tendremos una clpula con un didmetro de 42 m. Hemos
dibujado a escala esta ciipula con las dimensiones que
resultan de aplicar la ley del cuadrado-cubo.

En la figura 2 comparamos las proporciones de la ci-
pula del mismo tamafio obtenida con el principio de se-
mejanza, (b) con la ciipula obtenida aplicando la ley del
cuadrado-cubo y con dos clpulas que tienen 42 m de
didmetro: San Pedro de Roma (c¢) y Santa Marfa dei
Fiore en Florencia (d). Aunque las tres ctpulas no tie-
nen exactamente la misma forma ni tipo de construc-

cién, la ley de semajanza funciona mucho mejor que la
del cuadrado-cubo.

El mismo tipo de comparacién puede hacerse con
otras estructuras de fabrica existentes, como catedrales
géticas, clipulas bizantinas o romanas, ete., con los mis-
mos resultados. en el caso de torres y chimeneas de
fabrica aparece de facto una ley inversa y las torres son
mds delgadas a medida que crecen en altura (véase fi-
gura 3) (5).

1.1, EL EFECTO DE AUMENTAR

Y REDUCIR: EL PRINCIPIO

DE SEMEJANZA
Como decfamos antes, Galileo fue el primero en estudiar
los efectos de cambio de tamaifio en las estructuras.
Este tipo de aproximacién permanecié casi olvidado du-
rante casi 200 afios (6). Al final del siglo XIX este tema
comenzé a merecer el interés de ciertos cientificos,
ingenieros y biolégicos, tratando de resolver, mediante
el uso de modelos, problemas fisicos muy complejos o

o
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FIGURA 2.
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estudiar el efecto del tamafio en la morfologfa de los
animales y plantas. Finalmente, estos estudios y los
trabajos de téenicas fisicas y mateméticas sobre la ho-
mogeneidad de las ecuaciones fisicas, condujeron a la
creacién de una nueva disciplina: el «Andlisis dimensio-
naly (7).

Nos topamos aquf con una rama de esta disciplina, «el
principio de semajanza». Consiste en aplicar la ley del
andlisis dimensional para comparar dos sistemas geo-
métricamente semejantes; en palabras de Lord Rayleigh
«la influencia de la escala sobre los fenémenos dindmi-
cos y fisicos (8). La teoria de modelos pertenece a esta
rama del anglisis dimensional.

El tipo de razonamiento asociado con el principio de
semejanza es sumamente potente y permite una répida
extraccién de informacién sobre un fenémeno. Citando
otra vez a Lord Rayleigh, «sucede frecuentemente que
un simple razonamiento fundado en este principio nos
descubre casi todo lo que se ha aprendido incluso con
una investigacién matematica exitosa» (9).

1.2, ESTRUCTURAS SEMEJANTES

El principal campo de aplicacién del principio de seme-
janza es la mecénica de fluidos, transferencias de calor
y materia..., y en general cualquier disciplina en la que
son necesarios los ensayos con modelos. En estructuras
de edificios ha sido aplicado la mayor parte de las veces
en el dltimo aspecto, esto es, destinada a casos particu-
lares y no a extraer conclusiones generales de disefio.

Sin embargo, el uso de este principio permite la for-
mulacién de conclusiones muy generales para el disefio
de estructuras o deducir nuevas soluciones de las ya
existentes. Las contribuciones en este sentido son muy
escasas.

El primer exponente de esta aproximacién es Ranki-
ne, quien en su «Manual de Mecénica aplicada» extrae
un «método de la proyeccién paralelas que le permite
sacar conclusiones sobre una cierta estructura de su
proyeccién en un plano dado. Aplica este método a los

cables colgantes, estructuras poligonales y estructuras
de fébrica. Mds tarde discutiremos las consecuencias de
la aplicacién del método a arcos y bévedas de fabrica.
También a través de su obra hay frecuentes observacio-
nes sobre el efecto de los cambios de tamafio. Debemos
citar en este mismo sentido las obras de Thomson 10)y
Barr (11).

En el resto del articulo se hace un estudio sobre el
efecto del aumento de tamafio y su reducién en la esta-
bilidad de arcos, bévedas y ciipulas, empleando el méto-
do y razonamiento derivados del principio de semejanza
y haciendo algunas reflexiones sobre la posibilidad de
deducir algin tipo de regla de seguridad proporcional.
Estas consideraciones deberfan arrojar nueva luz en el
disefio estructural e interpretacién histérica de las es-
tructuras de fdbrica (12).

2, ARCOS DE FABRICA

Consideremos primeramente el ¢aso de arcos de f4brica
y lo utilizaremos més adelante en el estudio de las ctipu-
las. Supongamos que tenemos un arco de fébrica some-
tido a su propio peso y definido de tal forma que poda-
mos aumentarlo y reducirlo, por ejemplo, por una cierta
linea media y con una ley de variacién del grosor. Si el
arco ha de ser seguro se deben cumplir ciertas condicio-
nes con respecto a la resistencia, elasticidad y estabili-
dad.

La primera, que corresponde a la aplicacién de la teo-
rfa eldstica, impone que el material no debe aleanzar un
cierto nivel de esfuerzo considerado «inseguro» y no ad-
misible.

La segunda condicién, que corresponde a la aplica-
cién del andlisis dltimo, impone ciertas restricciones a la
posicion de la linea de empuje. Debido a la incapacidad
de las fabricas para resistir tracciones, un arco serd
estable, para un sistema de cargas dado, si al menos se
puede encontrar una linea de empuje situada dentro de
la f4brica (13). Esto produce un limite inferior para el
grueso del arco, esto es una «forma limite» para un
sistema de cargas dado (véase fig. 4-a). Podemos ahora,
fijar esta forma limite del arco empleando un «factor
forma» o pardmetro no-dimensional. Como este es el
estado limite de equilibrio alcanzamos un cierto grado
de seguridad, de hécho hacemos el arco més estable,
haciendo que la linea de empuje se separe suficiente-
mente de las lineas que limitan el arco. Podemos apli-
car, pues, un «coeficiente de seguridad geométrico» es-
tableciendo que la linea de empuje pasara siempre
dentro de una fraccién de la seccién, sea 1/3 6 1/4
(véase fig. 4-c).

Las dos condiciones mencionadas antes se deben
cumplir al mismo tiempo en todos los arcos. Estudiare-
mos primeramente el caso de carga muerta solamente y
después examinaremos el efecto de sobrecargas.

2.1. CARGA MUERTA
En el caso de carga muerta exclusivamente, la posicién
de la linea de empuje viene determinada por la forma
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FIGURA 4.

geométrica de la estructura y por eso su forma limite es
independiente de la escala. La aplicacién de un coefi-
ciente de seguridad geométrico da lugar a una forma
similar. Sin embargo, con respecto a la resistencia, el
crecimiento del grosor es una funcion lineal de las di-
mensiones.

Es mejor ver el efecto de ambos factores por medio
de un ejemplo. Supongamos que tenemos un arco de
grosor constante, y una cierta forma y que conocemos
su forma limite. En este caso se puede representar por
un solo factor de forma la razén grosor (g/e) que puede
llamarse «esbeltez del arco.

Tomamos este «arco limite» como un punto de parti-
da para el disefio. Para un cierto valor de la luz la condi-
cién eldstica impone un incremento del grosor para al-
canzar el valor de la tensién admisible en el punto de
mayor tensién (fig. 4-2). Si dibujamos una curva rela-
cionando la esbeltez del arco con la luz, obtenemos la
curva E de la figura 5, mostrando un crecimiento del
grosor con el crecimiento de la luz.

En la condicién dltima o plastica, el coeficiente de
seguridad geométrico mencionado antes, produce una

CONDICION ELASTICA

CONDICION PLASTICA

linea recta horizontal P (fig. 5). El campo de seguridad
de disefio se sitiia sobre estas dos lineas. El punto de
interseccién representa la dimensién en la cual el disefio
plastico deja de ser critico.

Este punto marca el rango de dimensiones para la
validez de las reglas proporcionales para el disefio de
arcos. Su posicién depende de la forma del arco y del
peso especifico y tensién admisible de la fabrica.

En la figura 6 representamos la misma curva para
dos de los arcos més comunes de fibrica: un arco semi-
circular aislado y otro «relleno» hasta el nivel de la cla-
ve. El limite de esbeltez es para el primero de 1/18,8 y
para el segundo 1/44, y aplicando un coeficiente de se-
guridad 1/6 y 1/14. Esta linea horizontal corta las co-
rrespondientes curvas de disefio eldstico en valores de la
luz de 82 y 106 m, respectivamente (Tensién admisi-
ble =3 MN/m 2, peso especifico de la fabrica 2,2 g/
em?), peso espeeifico del «relleno» 1,8 g/ems3) (15).
Como la tensién crece linealmente con las dimensiones,
estos resultados pueden ser extrapolados facilmente
para otras tensiones admisibles.

Como puede verse facilmente el punto critico estd
muy por encima de las dimensiones de cualquier estruc-
tura de fabrica construida con esta forma. Los mayores
arcos semicirculares construidos estdn bajo los 60 me-
tros de luz (16).

El mismo tipo de consideraciones se puede hacer para
otros tipos de arcos tradicionales (ojival, eliptico, etcéte-
ra) que encontramos en la historia de la arquitectura.
En general, la forma impuesta por estabilidad, produce
un bajo nivel de tensiones para un rango de dimensiones

® que comprende ficilmente toda la arquitectura del pa-
r sado.

3. ® OO Por eso, para estructuras sometidas solamente a la
; = carga muerta, o donde ésta es la carga mas significati-
LY‘" va, como por ejemplo las bévedas de fabrica de iglesias
a 5 y catedrales, el uso de reglas proporcionales, es decir,
pardmetros de forma no-dimensionales, es un método

FIGURA 5. de disefio racional y seguro.
La forma mds facil para especificar este pardmetro
112 Ingenieria Civil /75
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de forma para un sistema de estructuras semejantes, es
dar una serie de fracciones. Esto es precisamente lo que
hicieron los maestros de obra tradicionales. Los maes-
tros de obra géticos expresaron de esta forma la razén,
grueso/luz para los nervios de las bévedas de crucerfa
(17) y este tipo de reglas para el disefio de arcos y
bévedas, ha sido usado hasta este siglo. (Pueden encon-
trarse en muchos manuales de ingenierfa y construe-
cién.)
2.2. CARGAS VARIABLES
Ahora consideraremos la accién de una carga puntual P
que puede situarse en cualquier punto del arco. En este
caso, podemos obtener para un cierto valor y posicién de
Py para un cierto valor de la luz, un limite de esbeltez
del arco y llamaremos a P carga critica. Si cambiamos
la posicién de P obtenemos una serie de valores del
limite de esbeltez, el méximo de los cuales representa el
limite de esbeltez para una carga critica P y una luz L.
Esta esbeltez serd mayor que el valor correspondiente
a la carga muerta y por eso debemos incrementar a su
vez el grueso del arco, aplicando el factor geométrico.
;C6mo cambia la carga critica P en estructuras seme-
jantes? Para estudiar la variacién de la carga critica P
para un arco dado en relacién con la luz, podemos usar
el método de las dimensiones con gran provecho. Las
variables que entran en el problema son: la carga pun-
tual P, la luz del arco [, y el peso especifico de la fabrica
H (suponiendo el arco y el «relleno» del mismo material).
El andlisis dimensional da la siguiente ecuacién (18):

P =iz O (Wi, Wj,...)

donde @ es una funcién de W, W], factores de forma
derivados de la geometria del arco y de la posicién de
las cargas. Hemos supuesto que P es una fuerza ac-

tuando por unidad de longitud perpendicular al plano
del arco. Si P es una carga habitual sers proporcional
a .

En dos arcos semejantes de diferente material;

Lo
P [TNAC
Si son del mismo material:
po_
P 1z

En el primer caso la carga puntual critica es propor-
cional al peso especifico y al cuadrado de las dimensio-
nes, esto es, al peso del arco (consideramos una seccién
entre dos planos paralelos). En el segundo caso la carga
puntual critica es proporcional al cuadrado de la razén
de semejanza.

Aunque el andlisis dimensional no dice nada sobre la
forma de la funcién @ el resultado es importante, por-
que permite extrapolar facilmente un caso particular.
Es simple obtener el valor de ® para un caso dado:

Py

q) (Wj, W',...) =
v Hily®

y después podemos obtener el valor para cualquier es-
tructura semejante de cualquier material p y luz (1).

Es evidente por la forma de la ecuacién que, cada par
de valores (@ P), (P,l) o (®I), define el que falta. Es
decir, , para cualquier dimensién y valor de P dados,
existe una esbeltez critica. Para ver la variacién, un
cierto caso, en la figura 7 hemos dibujado los resultados
para un arco semicircular de espesor constante con una
carga P aplicada en la clave.
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Podemos hacer ahora algunas consideraciones sobre
los efectos de los cambios de tamafio en estructuras
semejantes con cargas variables.

En estructuras semejantes del mismo material, para
tener el mismo grado de estabilidad, P debe variar con
el inverso del cuadrado de Ia razén de semejanza.

Sin embargo, en la practica normal, este no es el caso
y el valor de P se fija en funcién del emplazamiento y
uso de la estructura. Podemos considerar pues P como
una constante. En este caso, es ficil ver que si tenemos
un arco estable, cualquier arco semejante de mayor ta-
mafio, sometido al mismo sistema de cargas, serd «mds
estable» porque la linea de empuje podria desviarse mu-
cho menos de su linea central.

De hecho desde el punto de vista de la estabilidad
cuanto mayor es el arco, més fino puede hacerse. Este
tipo de «ley inversa» se aplica también en el caso de
torres de fabrica sometidas al viento (véase figura 3).
La tnica exigencia serfa asegurar que el nivel de tensio-
nes no crece por encima del nivel de tensién admisible
del material. Actualmente, las reglas empiricas usadas
en el disefio de puentes, dan todas para arcos semejan-
tes, un espesor decreciente en la coronacién. En la figu-
ra 8 hemos representado las bien conocidas férmulas de
Perronet, Croizette-Desnoyers y Dupuit (20). Hemos re-
presentado también la regla dada por Martinez de
Aranda (21), un arquitecto espafiol del siglo xvI en su
manual de estereotomia. La regla es aplicada solamente
a arcos de un cierto rango de dimensiones.

Por el contrario, un arco de menores dimensiones po-
drfa necesitar una verificacién completa de su estabili-
dad. Sin embargo, si conocemos la carga critica de un
arco original podemos calcular inmediatamente la carga
critica del nuevo arco. En el caso de esperar que las dos
cargas puntuales no sean iguales esta verificacién a ve-
ces serfa suficiente. En este caso no es necesario exami-
nar las tensiones.

Esto parece invalidar las reglas proporcionales para
el caso en que las cargas puntuales sean significativas
como es el caso de los puentes, si podemos encontrar
una soluecién dnica para cada luz. De hecho serd valido
si representan un limite superior de la esbeltez para la
carga mas favorable. Este es el caso en la mayoria de
los casos con la esbeltez de los puentes Romanos y del
Renacimiento, comprendidos tipicamente entre 1/8 y
1/12 de la luz.

La figura 9 representa la regla el Alberti para puen-
tes tal y como es representada por Straub (22). Tal vez
el acercamiento més racional y que puede permitir apro-
vecharse del uso de formas semejantes, es el de Marti-
nez de Aranda, usado también por Gauthey, definiendo
razones simples para ciertos intervalos de dimensiones.

2.3. TAMANO LIMITE

El tamafio limite de un arco de fabrica depende de la
tensién admisible y el peso especifico del material y de
la forma del arco. Aplicando otra vez el andlisis dimen-
sional obtenemos:

Opae = P (W, Wy, )ul

donde ©,,,, es la tensidn mdxima, | es el peso especifi-
co del material, [ es la luz y (W, W,...) es una funcién
del factor de forma. EI valor de @ puede usarse para
medir la eficiencia de un arco de gravedad.

La cuestién de hasta qué tamafio puede llegar un
arco de fébrica, ha preocupado a los ingenieros desde el
comienzo del andlisis estructural. Destacamos ingenie-
ros como Perronet (23), Dupuit, Sejourné (24) y Freys-
sinet (25), dedicaron en la tabla 1 (26) aparecen los ma-
yores arcos de fabrica del mundo, con indicacién, donde
es posible, del méximo nivel de tensién alcanzado.

Merece ser subrayado el Puente sobre el rio Adda en
Trezzo, Italia, con una luz libre de 72 m. Otro puente no
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incluido en la tabla debe ser mencionado. Leonardo pro-
yecté un puente para el Sultan Bajezid II sobre el Cuer-
no de Oro en Estambul con una luz de 240 m. Lo que
queda de este proyecto son solamente unos dibujos, pero
la forma, del puente estd claramente definida y permitié
a Stiissi (27) un andlisis de su estabilidad y resistencia.
Coneluyé que el proyecto era factible, siendo el puente

estable y presentando una tensién méxima de 9 MN/m?2.

en los arranques.
El mayor puente proyectado en época moderna en
hormigén en masa, el Viaducto de Bernand, fue proyec-

TN , N
SRR LAY SN P s NN

i

FIGURA 9.

tado por Freyssinet con una luz de 190 m, pero no se
construyé por el estallido de la I Guerra Mundial.

Estos gigantescos puentes parecen establecer el limi-
te para los puentes de fébrica. Freyssinet sin embargo
crefa firmemente en la posibilidad de construir puentes
de arco de més de 1 Km de luz; fija el limite en los 2 km
(28).

Por lo que sabemos, el mayor arco es el Puente Gla-
desville, en Australia, construido en hormigén armado,
con una luz de 1000 pies (305 m) y con una tensién
méxima de 14 MN/m?2 (29).

2.4. TEOREMA DE RANKINE DE
LA PROYECCION PARALELA

Hasta ahora hemos hablado de estructuras semejantes.
La semejanza de la que hemos hablado es un caso parti-
cular de una relacién geométrica més general entre fi-
guras: la proyeccién paralela. Como se ha dicho antes,
este caso general fue estudiado por Rankine, que enun-
ci6 un «método de la proyeccién paralelay.

Dos figuras son una proyeccién paralela de la otra si
entre ellas existe una relacién tal que a cada punto de
una corresponde un punto de la otra y a cada sistema de
dos lineas iguales paralelas corresponde en la otra otro
sistema de dos lineas iguales paralelas.

Rankine representa la proyeccién paralela por su ex-
presién matemdtica. Dada una figura definida por sus
coordenadas respecto a ciertos ejes @, y, 2 rectangulares
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Wz TENSION

MAYORES ARCOS DE FABRICA im) MAXIMA

{MN/m?2)
PUENTE DE WALNOT-LANE (USA 1906-9) 71 2,7
PUENTE SOBRE EL ADDA TREZZO (ITAUA S. XIV) 72 —
PUENTE DE MONTANGES (FRANCIA 1908-9) 80 5,0
PUENTE DE SALCANO (AUSTRIA 1904-5) 85 5,1
PUENTE DE LUXEMBURGO (LUX. 1895-1903) 85 438
PUENTE SOBRE EL RIO ROCKY (USA 1908-10) 85 44
PUENTE DE PLAUEN (ALEMANIA 1903-50) 90 69
PUENTE DE VILLENEUVE (FRANCIA 1914-1915) 93 57
PUENTE DE BERNAND (FRANCIA. PROYECTO 1913) 165 8,1

TABLA 1.

u oblicuos, una segunda figura definida respecto a otros
ejes ¢, y’, 2" es una proyeccién paralela de la primera, si
entre cualquier pareja de puntos correspondientes, sus
coordenadas cumplen las ecuaciones siguientes:

2’ 3 2
_=a,g_=b’—=c
x z

donde a, b y ¢ son constantes. Mas adelante daremos
una interpretacién geométrica més simple para figuras
planas.

Las proyecciones paralelas de figuras planas y espa-
ciales tiene una serie de propiedades geométricas (30).
Esto permite sacar conclusiones como la variacién de
longitudes, superficies y volimenes y sus divisiones y
centro de gravedad. Se puede aplicar también a la
transformacién de sistemas de fuerzas en equilibrio. En
este ultimo aspecto, Rankine enuncié el siguiente teore-
ma: «si un sistema equilibrado de fuerzas sobre un sis-
tema de puntos, es representado por un sistema de li-
neas, una, proyeccién paralela de este sistema de lineas
constituird un sistema equilibrado de fuerzas» (31).

Rankine lo aplica a estudiar los efectos de los cam-
bios y forma en el equilibrio de estructuras articuladas,
arcos lineales y estructuras de fébrica. Estos estudios
sobre transformaciones de estructuras condujeron a la
formulacién por Maxwell del teorema de las «figuras re-
ciprocas» (32).

Con respecto a los arcos de fabrica enuncié un teore-
ma sobre la estabilidad de «las transformaciones de
construcciones formadas por bloques». Este teorema es-
tablece que si una construccién formada por bloques y
sometida a la accién de un sistema de cargas represen-
tado por lineas, cumple la condicién de estabilidad, cual-
quier proyeccién paralela tendré el mismo grado de es-
tabilidad, supuesto que las cargas son la proyeccién
paralela de las cargas originales.

Esto significa que la posicién relativa de la linea de

empujes respecto a las lineas del trasdos y del intrados
sera la misma. Esto representa la posibilidad de obte-
ner, dado un arco estable para un sistema de cargas, un
nimero infinito de arcos estables (33).

Hemos enunciado antes la definicién matemaética de
una proyeccién paralela. Para una figura plana es fécil
encontrar una interpretacién geométrica simple: dada
una figura referida a dos ejes z, ¥, que forman un dngu-
lo ®, cualquier proyeccién paralela se puede reducir a la
combinacién de tres transformaciones bésicas: amplia-
cién o reduceién en la direceién de cada uno de los ejes y
variacién del dngulo @ entre ellos. En la figura 10 he-
mos representado estas transformacions bésicas y algu-

] t | T 1.
L i\lﬁ ol N
Ll NAY/4 L)
7 O AA MY
TR R AR
é/// \\
7 A\
!
f s
- -

FIGURA 10. Proyeccién paralela de arcos.
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FIGURA 11.

nas combinaciones de ellas. Como el arco original es
estable, cualquier proyeccién tiene el mismo grado de
estabilidad.

El teorema es muy potente y permite la solucién rapi-
da de algunos problemas précticos, cémo adecuar la for-
ma del arco a una relacién dada entre altura y luz, o
producir un arco asimétrico con sus arranques a dife-
rente nivel. Por ejemplo, los tres arcos representados en
la figura 11 producen el mismo empuje horizontal. Sin
embargo el arco A contiene la mitad del material que el
arco B, y el C el doble. Las tensiones estdn en una
proporeién inversa y es doble en A y la mitad en C,
tomando como referencia el arco B.

Otro ejemplo se muestra en la figura 12 donde todos
los arcos con timpanos presentan el mismo grado de es-
tabilidad.

Por supuesto las tensiones cambiardn y un pequefio
céleulo deberfa hacerse si las tensiones en el arco origi-
nal estdn cerca del limite admisible, o si hacemos un
amplio cambio de tamafio. Se pueden obteper fé6rmulas
matematicas para calcular el incremento de tensiones y

Rankine da una (3), pero serfa mas simple y da menos
errores obtenerlos graficamente.

3. CUPULAS DE FABRICA

Las mds importantes diferencias entre un arco y una
ctipula de dévelas es que mientras que en el arco sola-
mente consideramos los esfuerzos en dos secciones ra-
diales, en las cipulas las dévelas estén sujetas a tensién
en sus cuatro caras. Esto hace a las clipulas més esta-
bles y permite, por ejemplo, quitar la clave y abrir un
«ojo» sin que colapse.

Si todas las tensiones fuesen compresiones no existi-
ria problema en absoluto y es asf en la mayor parte de
las clipulas. Pero en anillos de un cierto angulo apare-
cen tracciones que la fébrica no estd preparada para
resistir. El dngulo al que ocurre esto depende de la for-
ma de la ctpula y del sistema de cargas aplicado. En
una cipula semicircular de grueso constante aparecen
tracciones en un dngulo o = 51,8° de la parte superior.
La linterna o incluso un «ojo» hace que la zona de trac-
ciones suba hacia la cumbre.

Debido a este fenémeno y a la incapacidad de las
fabricas para resistir tracciones, el problema de las ci-
pulas de fabrica se puede reducir al de un arco: la clpu-
la bajo el punto de esfuerzo nulo se abre en fragmentos
en forma de gajos, que actian como una serie de arcos
radiales. Esto ha sido la aproximacién tradicional (35)
al estudio de las cipulas de fabrica y ha sido resucitado
recientemente por Heyman (36).

Sin embargo una ctpula puede romperse en lineas
radiales cerca de la parte baja, los antiguos maestros de
obras eran conocedores de este hecho y por ejemplo en
la clipula de Santa Soffa, como ha indicado acertada-
mente Dum (37), el arquitecto conociendo este efecto
cred ventanas alrededor de la base, de tal forma que
esta parte de la construccién estd formada por 44 arcos
radiales aislados (38).

3.1. DIMENSIONES LIMITE DE LAS CUPULAS

La misma observacién hecha para los arcos es valido
para las ctpulas. Una cipula, sin embargo, debe pre-
sentar, para ser estable, una cierta forma limite. Como
la distribucién de cargas es mds favorable en la ctipula,

SECCION I

FIGURA 12.
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éstas pueden hacerse mds delgadas que los arcos. En el
caso de una cipula semiesférica de espesor constante
Heyman (39) ha obtenido para la esbeltez de la ctpula,
espesor/luz, un valor de 1/47,6 (40), es decir, que pode-
mos hacer una clipula aproximadamente 2,5 veces més
fina de un arco semi-circular.

Es ventajoso hacer la cipula apuntada y para una
clipula generada por revolucién de un arco equilateral,
el limie de esheltez podria ser 1/73 (41).

Como en el caso de los arcos, para obtener un cierto
grado de seguridad aplicamos un coeficiente geométrico
de seguridad, tipicamente comprendido entre 2 y 3.

Esta forma «vélida» es independiente del tamafio y
una cuipula de fabrica la mantiene —la forma procede
de consideraciones de estabilidad— para un intervalo
de dimensiones mayor que en el caso de los arcos. Si en
el caso de los arcos hay algunos que estdn cerca del
limite, las ctipulas de fabrica existentes, estdn muy lejos
de este limite, como veremos més adelante.

3.2. CARGAS PUNTUALES

El efecto de cargas puntuales puede ser ignorado, por-
que la funcién de este tipo de estructuras como cubier-
tas, excluye la aparicién de importantes cargas puntua-
les. Cuando aparecen, como en el caso de linternas
pesadas, forman parte de las cargas muertas perma-
nentes y deben ser consideradas desde el principio del
estudio del equilibrio de la estructura.

La ecuacion se deduce usando el andlisis dimensional y
se aplica a la influencia de cargas puntuales en arcos, y la
carga critica crece con el cubo de las dimensiones lineales.
Esto es lo que ocurre por supuesto con las linternas.

3.3. TEOREMA DE RANKINE
El teorema de Rankine de la proyeccién paralela se apli-
ca perfectamente al caso de ctpulas o cualquier estruc-

tura de fabrica. La aplicacién practica de este teorema
al caso de cipulas es incluso mds util debido al andlisis
mucho més complicado de las mismas.

Consideremos por ejemplo el caso de una ctpula de
fabrica de forma elipsoidal con tres ejes principales dife-
rentes. El estudio de la estabilidad y nivel de tensiones
de este tipo de estructura llevaria consigo laboriosos y
largos célculos, explotarfa los arcos generados por la
cipula en el momento del colapso y es completamente
diferente para cada cuarto de la base.

Podemos obtener una respuesta inmediata aplicando
una proyeccién paralela de la cipula semiesférica esta-
ble, cuyas proporciones conocemos (véase mds arriba)
s6lo multiplicando cada una de sus coordenadas z, ¥, 2
por el factor deseado para obtener una ctpula de las
proporciones deseadas. Las variaciones de tensiones
pueden ser obtenidas, otra vez, analiticamente usando
la ecuacién de Rankine o graficamente para los puntos
donde es esperado el valor més alto.

3.4. LA CUPULA DE SAINT BIAGIO
Y LA REGLA DE FONTANA

Comenzamos este articulo con un comentario sobre la
cipula de San Biagio y una comparacién con las cipu-
las de San Pedro y Santa Marfa dei Fiore. Hemos esco-
gido la cipula de San Biagio por dos razones: La prime-
ra porque es casi una fraccién exacta, 1/3, de las
mayores cipulas de fabrica y esto nos permite estable-
cer una relacién simple; la segunda es que corresponde
aproximadamente a las proporciones de una regla geo-
métrica que tuvo cierta difusién en la Italia del Renaci-
miento. La regla fue publicada por Carlo Fontana en su
libro sobre San Pedro (42) y es reproducida en la figu-
ra 3-a.

Hemos realizado un andlisis gréafico de la estabilidad

LINTERNA

FIGURA 13.
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de este tipo de ctpulas, basado en las hipétesis antes
expuestas sobre el andlisis tltimo de este tipo de cipu-
las (véase figura 13-b). Como puede verse, el disefio es
muy satisfactorio por estar la linea de empuje siempre
contenida en el tercio medio de la seccién. Para las ten-
siones, una simple aplicacién del anilisis dimensional
muestra que:

Oz = © (W7, Wy,...) ul

donde @ es una funcién del factor de forma, p es el
peso especifico y [ la dimensién lineal de la cipula (po-
demos tomar por ejemplo la luz en la base de la ci-
pula).

El valor calculado de @ para una ctipula de esta for-
ma es aproximadamente 1,28 (43). La correspondiente
para Saint Biagio, 1=14m, u = 2g/cm3 es de 0.34
MN/m2. Una ctpula similar tres veces mayor presenta-
rfa una ¢, . de 1.02 MN/m? que no es mucho, incluso
para un ladrillo de mediana calidad. Ahora comparare-
mos este valor con la ¢, _actual en otras dos cipulas
con las cuales hemos hecho la comparacién. Las propor-
ciones de la ctpula de la figura 2-a serfan alcanzadas
para una luz de 370 m para una tensién admisible de
3 MN/m¢.

En el caso de San Pedro, siendo y igual, el valor de
@, .. es, segln la estimacién de Gottgetreu (44), de
1,06 MN/m?2. El valor de ® es muy similar, 1.29. La
posicién de la linea de empujes no es tan favorable como
en Saint Biagio —pasa a 1/5 del espesor en la base
pero ello estd tal vez compensado por la reduccién de
peso en la parte superior en razén de la doble ctipula
(45).

Parsons (46) dio para Santa Maria dei Fiore un es-
fuerzo méximo de 2,5 MN/m?2, pero ello es para la hipé-
tesis més desfavorable de suponer todo el peso concen-
trado en los nervios. Si suponemos el peso distribuido
siguiendo la linea de empuje de la solucién de la béveda
de aristas obtendremos un valor de 1,02 MN/m2, siendo
@ igual a 1,22. El inconveniente de usar la forma octo-
gonal se compensa con la posicién més favorable de la
linea de empuje pasando claramente por el tercio cen-
tral, y el uso de la doble cipula.

El nivel de tensiones resultante de los an4lisis previos
es siempre bastante moderado. Por supuesto los mayo-
res esfuerzos no se encuentran en las ctipulas (elemen-
tos superficiales) sino en los pilares (elementos linea-
les), pero incluso en estos casos no se acerca a un nivel
peligroso para una buena fébrica. Por ejemplo, en el
pilar principal de San Pedro, tal vez el mayor edificio de
fébrica, la tensién es de 1,7 MN/m2 (47).

Considerando que una buena f4brica puede presentar
una tensién admisible de un orden de magnitud mds
alto, 10-20 MN/m?2, es un hecho que las cipulas de f4-
brica y los edificios no se han acercado a sus tamafios
limite (véase en tabla 2) una lista de las mayores ctipu-
las de fébrica). Por ejemplo, multiplicando las dimensio-
nes de San Pedro por 8 obtendriamos un esfuerzo méxi-
mo en los pilares de 5,1 MN/m? que no es exagerado; el

MAYORES CUPULAS DE FABRICA L(%
PANTHEON ROMA SIGLO I 43
SANTA SOFIA (ESTAMBUL SIGLO Vi 3
SANTA MARIA DE FIORE (FLORENCIA SIGLO XVI) 42
SAN PEDRO (ROMA SIGLO XVI) 42
GOL GOMUZ (BLUAPUR, INDIA SIGLO XVl 42
SAN PABLO [LONDRES SIGLO XVl 33
SAN FRANCISCO EL GRANDE (MADRID SIGLO XVl 33
IGLESIA DE MOSTA (MOSTA, MALTA, SIGLO XIX) 38
SAN CARLOS (MILAN SIGLO XIX) 32

TABLA 2.

problema serfa el volumen total de la fabrica resultante;
es un problema de escala humana y no de prestaciones
del material (48, 49).

4. CONCLUSIONES SOBRE LA VALIDEZ
DE LAS REGLAS TRADICIONALES
SOBRE DIMENSIONES

La estabilidad de estructuras de fébrica sometidas pre-
ferentemente a su propio peso impone ciertas dimensio-
nes globales y, de hecho, cierta forma geométrica. Esta
forma supone, desde un punto de vista eldstico, un so-
bredimensionamiento de la estruetura. Como conse-
cuencia el nivel de tensiones en estructuras de fabrica
de tamafios tradicionales (es decir, de luces menores de
60 m) es bajo y la condicién de estabilidad es mas res-
trictiva.

Esto conduce a ciertas «formas vélidas» para arcos de
fébrica, bévedas y ctipulas —de hecho incluso para edi-
ficios—. Las reglas geométricas tradicionales propor-
cionan un medio para fijar unas dimensiones seguras en
estructuras de fdbrica y son consecuentemente una for-
ma racional y vélida para el disefio de estructuras de
fébrica, dentro del rango de dimensiones normal citado
més arriba. Estas consideraciones han sido expresadas
varias veces por Heyman (50), pero han merecido poca
atencién de los historiadores de la arquitectura e inge-
nierfa civil.

De hecho, este acercamiento justifica el enorme éxito
de los maestros de obra tradicionales, que consiste,
como ha establecido Gordon, en que «la naturaleza del
problema del disefio de edificios grandes de fibrica se
adapta de forma peculiar a las limitaciones de la menta-
lidad pre-cientifica» (51). La posibilidad de utilizar re-
glas geométricas, de confiar en modelos y sobre todo, el
uso de edificios anteriores como modelos a escala natu-
ral, ha jugado indudablemente un papel esencial. Ello
permite explicar el impresionante éxito de estructuras
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tales como el Pantheon y Santa Soffa, casi doblando en
tamafio cualquier estructura jamds construida con ante-
rioridad.

Junto a esto, la posibilidad de hacer un «chequeo»
visual de la estabilidad de un arco o clpula no puede
subestimarse, sobre todo en una profesién donde el di-
bujo es la manera més importante de expresién y trans-
misién de conocimientos (52). De hecho la mayor parte
de los dibujos de arcos y ctpulas que se han encontrado
en antiguos tratadistas representan «buenas formas.

Hoy dia las estructuras de fdbrica no tienen gran
difusién y en cualquier caso, las vigas y celosfas, han
reemplazado a los arcos en casi todos los casos. Sin
embargo, hay dos campos, junto al campo histérico,
arriba mencionado, donde las observaciones anteriores
son pertinentes. Estos son: la restauracién de antiguas
construcciones de fébrica y el problema de edificios en
el Tercer Mundo. En este ultimo caso, tal vez las reglas
geométricas y de dimensiones de fébricas podrén enten-
derse facilmente y aplicarse por obreros no especializa-
dos (junto a ser fabrica el material més barato).
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